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Introduction



Introduction

Probleme continu

L'opérateur de diffusion apparait dans de nombreux probléemes (conduction
thermique, diffusion radiative, équations de Navier-Stokes...).

Cas de I'équation de la chaleur stationnaire

sur  0Q

avec i € HY(Q), f € 12(Q), g € H/(89), k € L=(Q), Kk(x) > ko > 0, Vx.
Propriétés de ce probleme :
m || existe une unique solution et elle satisfait le principe du maximum faible (i.e
f,g>0=1>0),

m Conservativité : Vw C Q,/ f= 7/ (kVi) - n.
w 6]

w

Propriétés souhaitées pour ce schéma :
m Conservativité,
m Préserver la positivité de la solution discrete,

m Consistance, Convergence.
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Introduction

Objectif
Discrétiser I'opérateur de diffusion de maniere robuste et précise sur maillage
déformé.

m Conservativité

m Positivité

m Ordre trés élevé (au moins 3)

Quelques reperes bibliographiques
m Xavier Blanc, Emmanuel Labourasse, Journal of Applied Mathematics and Mechanics,
2016 : Positivité (ordre 2).

m Bruno Després, ESAIM: Mathematical Modelling and Numerical Analysis, EDP
Sciences, 2014 : Ordre élevé, principe du maximum (1D, maillage cartésien).

m Jean-Sylvain Camier, Frangois Hermeline, International journal for numerical methods
in engineering, 2016 : Positivité (ordre 2).

m Jéréme Droniou, Chritophe Le Potier, SIAM Journal on Numerical Analysis, Society
for Industrial and Applied Mathematics, 2011 : Principe du maximum (ordre 2).
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Résultats 1D

Schéma d'ordre élevé positif en 1D?

m Schéma d’ordre arbitraire

m Conservatif

m Positivité (et principe du maximum si symétrisation)

m Coefficient de diffusion discontinu

m Consistance des flux a I'ordre k

m Convergence du schéma a l'ordre k — 1 sous hypothese de stabilité
m Convergence du schéma a I'ordre k sous hypothése de coercivité

I Xavier Blanc, Francois Hermeline, Emmanuel Labourasse, Julie Patela, High-order monotone finite-volume schemes
for 1D elliptic problems, 2022.
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Résultats 1D

Considérons la fonction

i(x) = sin(rx) — 2x° + 4

avec k = exp(x). On a alors

Erreur L2

f(x) = 4exp(x) + 4x exp(x) — 7 cos(mx) exp(x) + 7 exp(x) sin(mx),

g(0) =4 et g(1)=2.
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Notations



Maillage primal

» r et s: des sommets,

» £ : une aréte du maillage primal,
de mesure |{|,

> ietj: des mailles,

» g : un point de quadrature des
Gauss sur |'aréte ¢,

» X, : la position du sommet r,
» x; : la position du centre de
gravité de la maille j,

» X, : la position du centre de
|'aréte /,

» V; : le volume de la maille j.

Figure: Maillage primal » nj : la normale unitaire a
I'aréte ¢, sortante pour la maille /.
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Probléeme



Probleme

Considérons le probléme suivant

—V-kVia=f dansQ,
og=g surl,
avec i € CK(Q), f € L2(Q), g € H'2(89Q), k € L>®(Q), k(x) > ko > 0, Vx.

La premiére étape de construction d'un schéma aux volumes finis est d'intégrer sur
une maille /. Nous avons donc

72 /nV!Tn :/f7
¢ i

LeDi

Flux a approcher

Y s (Va), e [ 1,

tedi get i
avec wg les poids de la quadrature de Gauss.

c'est-a-dire

Nous devons approcher le gradient

(Vﬁ)g *Njg.
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Caractéristiques du schéma

Schéma idéal

m Convergent a un ordre élevé
m Linéaire

m Conservatif

m Positivité

—> Trop de contraintes, donc nous devons négocier et nous sacrifions la linéarité

Caractéristiques principales du schéma

m Nos choix :

m Schéma aux volumes finis,
m Basé sur des développements de Taylor,
m Utiliser une reconstruction polynomiale pour évaluer les dérivées.

m Pour avoir la positivité :
m Schéma non linéaire.
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Notre méthode



@ Calcul des flux

Développements de Taylor intégrés a l'ordre k au voisinage de x,

=7 / B(x)dx = G(xg) + (%) — x¢) - Vi(xg)

Z Jpl Z ( ) W(Xg)‘[(x —xg)"(y — Yg)(p_m)dX+ o (hk+1) ,

ui = ”(Xg) (xi = xg) - Vii(xg)

- Z vpl Z ( )Xmayl(l(Xg) /f(x —x)"(y = ve)* " dx + O (K1)

En faisant la différence entre les deux expressions et en isolant Vii(xg)

(Xj—Xi)'Vl—_l(xg):Uj_Ui_Z Z( >8x"’8y(P’"(Xg)

(% /(X —x)"(y = ye) " Mdx — % /,-(X —xg)"(y - yg)("‘"’)dx) +0 (hk“) ,

J

T
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@ Calcul des flux

En répétant ce processus sur les sommets r et s de |'aréte, on obtient

(xe = %) - Vi(xg) = @(xs) — G(x,) §j 23()&wm50@

(63" = 30)® ™ = (=)™ =) ™) + O (H).

Trs

Nous avons alors le systeme
Vii(xg) - (5 = xi) = & — & + 7,
{Vﬁ(xg) < (xs = xr) = T(xs) — T(xr) + Frs.
Nous pouvons décomposer la normale nj; dans la base ((x; — xi), (xs — %))
nie = aie(Xj — xi) + Bie(xs — xr),

avec ajp > 0.
Ainsi, nous avons

(VD) - nie = aie (@ — T + Fy) + Bie (T(xs) — (%) + Fis) -
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Calcul des flux

Reconstruction polynomiale

Calcul d'un polynéme par maille en utilisant ses mailles voisines afin d’effectuer une
reconstruction polynomiale de la solution.

Polynéme de d°k : M coefficients = (k + 1)(k + 2) mailles voisines de i**
k k—m
PO =303 amn(u)(x = x)"(y = )"
m=0 n=0

Pour cela, nous calculons les coefficients du polynéme P;j(x) tels que

1 .
Vj /jP,‘(X) = Uj,v_[ cS,.

Méthode des moindres carrés - .
M "Ma=M"d

Nous avons donc
Aii(xg) ~ P (xg)-

2Mix:hael Dumbser, Walter Boscheri, Matteo Semplice, Giovanni Russo, Central weighted eno schemes for hyperbolic conservation laws on
fixed and moving unstructured meshes, SIAM Journal on Scientific Computing, 2017.

3Martin Kser, Armin Iske, Ader schemes on adaptive triangular meshes for scalar conservation laws, Journal of Computational Physics, 2005.
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Calcul des flux

Choix du stencil

Figure: Construction du stencil pour une maille i avec une discontinuité (en rouge)
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@ Calcul des flux

Soit u = (uj)1<i<n notre solution discrete. Nos flux numériques sont définis par
Fe(u) = €] wetig (e (uj — i + r(u)) + Bie (P(xs) = P(xr) + rs(u)))
gel

Autrement dit
Fe(u) = ye(uj — ui) + re(u),

avec
re(u) = |6 wetg (aieri(u) + Bie(P(xs) = P(x) + ris(u)))
gel
Ye = cig|f] ngfsg > 0.
gel
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Calcul des flux

En s'inspirant de Y. Gao et al.* pour imposer la positivité discrete

.7:14(u) = ’W)(Uj — u,-) + I’((u).
Tout d’abord, posons

ro(u)t = M >0 et ru) = M > 0.

Donc, quelque soit le signe de r¢(u), nous aurons toujours
n _
re(u) = re(u)” — re(u)
Nous pouvons alors réécrire nos flux comme suit

Fy(u) = <’W + WS}&) uj — (’Yz + M) uj.

ly i

Nos coefficients sont positifs (M-Matrice) mais dépendent de u (perte de linéarité).

*Yanni Gao, Guangwei Yuan, Shuai Wang, Xudeng Hang, A finite volume element scheme with a monotonicity
correction for anisotropic diffusion problems on general quadrilateral meshes, Journal of Computational Physics, 2020.
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Définition (M-matrice)

La matrice A = (aj;) est une M-matrice si elle satisfait les inégalités suivantes

Vi#j,aj <0,
et
(1) Vi, Y a; > 0.
j=1

De plus, si (1) est stricte pour tout i € [1,n], on dit que A est une M-matrice
stricte.
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Propriétés du schéma

m Conservativité

m Positivité



Cas d'un coefficient de diffusion tensoriel

Dans le cas oll k € R?*2, notre méthode s'adapte facilement. On a alors

—Z/eva-(ﬁn)z/if.

Lei

Tous les calculs se font de la méme maniére en changeant n en k' n.
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Résultats numériques



Exemple de maillages utilisés
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(a) Exemple d'un maillage déformé (b) Exemple d'un maillage aléatoire

Figure: Exemples de maillages
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Considérons le probleme stationnaire suivant :
Trouver i telle que

-V - (kVa)=f sur Q=]0,1[x]0, 1],
o=g surofQ.

Prenons « discontinu

1six<0.5,
n(x):{ i x <

2si x > 0.5.

avec la solution analytique suivante

IN
NI = N =

cos(mx) cos(my) — 10x* + 12 si x

3

i(x) =
5 cos(mx) cos(my) — 5x* + —  six> =,

4
4
Nous avons alors

f(x) = 27° cos(mx) cos(my)+20 > 0 sur Q et g > 0 sur IQ.
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Considérons le probléeme stationnaire suivant :
Trouver i telle que

—V - (kViI)=f surQ=]0,1[x]0, 1], " —
o=g sur 0. ==

Prenons k anisotrope

w=(13)

avec la solution analytique suivante

a(x) = sin(mx) sin(my)

Nous avons alors

f(x) = 37° sin(mx) sin(7y) > 0 sur Q et g > 0 sur AN.
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Tests numériques pour la monotonie

Considérons le probleme stationnaire suivant :
Trouver u telle que

V- (kVE) = f surQ[O,1]2\}g,g[2.,

sur 092.

0=
Prenons k anisotrope

g
- cos®  sind 1 cosf —sind
=\ —sind coso 0 sinf  cos@ ’

avec 0 = %, k= 10*. Soit f =0, g = (re p. & = 2) sur les bords ext. (resp. int.)

Méthode Minimum de la solution
Schéma DDFV non monotone® -0.5

Schéma monotone ordre 2 le-21

Schéma monotone ordre 3 1.7e-27
Schéma monotone ordre 4 3.9e-30
Schéma monotone ordre 5 1.1e-27
Schéma monotone ordre 6 4.3e-27
Schéma monotone ordre 7 7.9e-25
Schéma monotone ordre 8 5.4e-21

5Fran(;ois Hermeline, Journal of Computational Physics, 2000, A finite volume method for the approximation of
diffusion operators on distorted meshes
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Tests numériques pour la monotonie

(a) Solution obtenue avec le schéma  (b) Solution obtenue avec le schéma
monotone ordre 1 monotone ordre 2

(c) Solution obtenue avec le schéma  (d) Solution obtenue avec le schéma
monotone ordre 3 monotone ordre 4
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Tests numériques pour la monotonie

(a) Solution obtenue avec le schéma  (b) Solution obtenue avec le schéma
monotone ordre 5 monotone ordre 6

(c) Solution obtenue avec le schéma  (d) Solution obtenue avec le schéma
monotone ordre 7 monotone ordre 8
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Conclusion et perspectives
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Conclusion :

m Schéma d’ordre arbitraire,
m Conservatif,

m Positivité.

Perspectives :

m Coder le schéma d’ordre élevé avec la méthode DDFV,
m Discrétisation en temps,

m Coefficient de diffusion non linéaire.
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