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Un probleme inverse de propagation donde o

1. Envoi d'une onde de fréquence fixee vers |'objet a etudier.

2. Obtention de mesures (a la surface de I'objet) apres propagation.
3. Inversion des mesures pour reconstruire des parametres physiques du milieu a

I'intérieur.

Recherche de perturbations .

Des applications biomeédicales sont envisagees pour l'imagerie
micro-ondes, comme la caractérisation d'AVC ou la recherche

de tumeurs.

Dans ce cadre, l'inversion consiste a reconstruire
des perturbations a l'intérieur d'un milieu supposé
connu.
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Probleme direct et champ perturoe



Probleme direct et champ perturbé

Equation de Maxwell

On considére Q un domaine borné de R, d € {2, 3}, de bord ' = 99 et de normale
unitaire sortante n.

On fixe un nombre d'onde k. L'indice de réfraction dans €2 est noté . On recherche le
champ électrique E[x| associé :

curlcurl E[x]| — k*kE[s] = 0, dansQ,
curlEk] xn = g, surl,

ou g est la trace de Neumann de I'onde plane définie par :
E:x— nLei’WE”'x

avec n € R? et ' un vecteur orthogonal.

B Calculer E[«] x n a partir d'un indice de réfraction x donné.
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Probleme direct et champ perturbé

Probleme inverse

Probleme inverse

Reconstruire k a partir de E[k] X n connue sur au moins
une partie de I'.

Soit kg une fonction de €2 donnée. On suppose que l'indice de réfraction recherché est
une perturbation de cet indice de fond :

ke = Ko(1+ axp)

ou a est I'amplitude de la perturbation et x p l'indicatrice de son support D.

6 /21



Probleme direct et champ perturbé

Champ perturbé

On peut supposer connu E|kg]| le champ électrique associé a l'indice de réfraction de
fond. On définit alors le champ perturbe :

0E = E|k,| — E[kq]-

s 15 0.06
14
14 0.05
13 13
L 12 0.04
11
11 0.03
1 1
0.02
09 09
08 08 0.01
0.7 0.7

Référence Perturbation Champ perturbé
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Probleme direct et champ perturbé
Champ perturbé
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Probleme direct et champ perturbé

Champ perturbé

L'information est localisée
autour de la projection du centre de la
perturbation.

8 /21



Fquation de sensibilité itérée



Equation de sensibilité itérée

Dérivée de Gateaux

Soit F': X — ) une application entre deux espaces de Banach. Soit
U C X un ouvert. La dérivée de Gateaux de F' au point ¢ € U dans la direction

p € X estlalimite suivante :

. F(z+ hp) — F(z)
D,F(x) = }gr(l) . :

Si D,F(z) est bien définie pour toute direction p € X, etsi p — D,F(z) est
linéaire et continue, alors F' est dite Gateaux-différentiable en x.

m L'application k — E|k] est-elle Gateaux-différentiable en k¢ ?
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Equation de sensibilité itérée

Dérivée de Gateaux

L'application k — E|k| est Gateaux-différentiable en k(. Sa dérivée
Eg) dans une direction x p est solution de:

curl curl Eg) — kszEg) = k’koxpEl[ko], dans{,
curl Eg) xn = 0, sur I'.

‘ M. Darbas, J. H., S. Lohrengel (2019)
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Equation de sensibilité itérée

Dérivée de Gateaux

L'application k — E|k] est indéfiniment Gateaux-différentiable en

kg. Pour un certain support D, en notant EY — E[ko], pour toutn € N, la

dérivée de Eg‘ﬂ) dans la direction x p est solution de:

curl curl E%Hl) - k%OEg’H) = (n+ 1)k2h:0XDE$'), dans (2,
curl E%”H) xn = 0, sur I'.

On en déduit un développement limité de E|x,| pour de faibles amplitudes a :
A" )
Elk,| = E|ro| + Z:l mED + O(CLN),

pour N € N quelconque.
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Equation de sensibilité itérée

Une nouvelle fonctionnelle & minimiser

Pour un support de perturbation D donng, on peut écrire un développement limité du
champ perturbé:

N
OE = Z a—Egl) + o(a™).

n=1

On définit la fonctionnelle :

N n
5Exn—Z%EgL>xn

J:(D,a) — %

—

n—

Si N est suffisamment grand, on s'attend a ce que J soit proche de zéro en les
parametres exacts de la perturbation recherchée.
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Equation de sensibilité itérée

Dérivée de forme

On définit un diffeomorphisme
U: (h,x) — x+ hV(x)

ol V est une fonction de R? vers R? déformant localement I'espace. Pour h
suffisamment petit, on peut déformer le bord du support :

Dj, = ¥(h, D).

Proposition . L . A
Pour V donnée, la dérivée de E%”H) par rapport a D vérifie :

/ curl 8DEgL+1) .curl ¢ — k? / ﬁoapE%Hl) - ¢
Q Q

= (n+ 1)k2 (/D h:oc‘?DEg") . P+ /(‘3D mo(Eg) . @)V - 1/),

ou v est la normale unitaire sortante de D.
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Test numerique



Jest numeérique

Parametres

1.00 4

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 +

—0.25

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

T T T T T
-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

w=1 ¢e€=1, pup=1, e=1, o=1

Perturbation centrée en (—0.4,0), de rayon 0.2 et d'amplitude 0.1
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Test numerique

Reconstruction

Parameétre Valeur attendue Valeur retrouvée Erreur
Projection (-0.8,0) (-0.799999391, -0.0009870864061) 0.1%
Profondeur 0.4 0.4244218947 6.11%
Rayon 0.2 0.1893716084 5.31%
Amplitude 0.1 0.110656802 10.66%

Indice exact Indice reconstruit



Jest numeérique

Parametre Valeur Valeur retrouvée Erreur
attendue
Projection (-0.8, 0, 0) (-0.7998742041, -0.01240988187, 1.77%
0.006874042546)
Profondeur 0.4 0.4031531359 0.79%
Rayon 0.2 0.2218085644 10.90%
Amplitude 0.5 0.3545507093 29.09%
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Conclusion



Conclusion

e Lalinéarisation de la fonctionnelle d'écart aux données régularise le probleme.

e |a méthode peut s'adapter a la recherche de plusieurs perturbations, si elles sont
suffisamment séparées.

e |Lagéneralisation a des formes plus complexes semble atteignable.

e |La question d'une amplitude non constante reste ouverte.

e | 'etape de complétion/transmission de donnees reste améliorable.
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Merci de votre attention



