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Euler capillarité-gravité

Euler capillarité-gravité : Euler a surface libre
pour un fluide parfait ou la tension de surface
et la capillarité ne peuvent étre négligées.

Représentation du fluide:

Q) ={(x,y) e TxR| —h<y <n(x,0},

Equation du champ de vitesse:

U+ (U.V)U=—-Vp—gey,
div U=0, rot U=0,
U.n=0,

Condition au bord y = n(t, x):

Y

n(a, )

N

[
VY

()
ul,y, )

y=-h

(x,y) € (1),
(x,y) € 1),
(x,y) € T x {=h},

P = Patm + Pext — ok(n), (x,y) € T x {n(t,x)},

{am =1+ [VnRU.n, (x,y) € T x {n(t,x)},

Courbure moyenne:

%n

w() = 0 | —2 ) = ,
V14 |0xn? (1+ (8xn)?)3/?



Lapplication Dirichlet-to-Neumann et les water waves

Puisque le fluide est irrotationnel et incompressible, le champ de vitesse s’écrit

sous forme potentiel U = V@,

00+ SIVOP +gy = ~(p—pam),  (x,¥) € A,

Ad =0, (x,y) € Q(1),

on® =0, (x,y) € (0,27) x {—h},
om = /15 [ono, (x.¥) € (0.20) x {n(t, )}

Le potentiel ¢ est complétement déterminé par la connaissance de 7 et
1) = ®|y—,. On introduit donc I'application Dirichlet-to-Neumann,

Gln, Al = /1 + [ Vn[20n®|y=y = 9y ®|y=n — OxnIxPly=y

On obtient finalement I'équation des water waves,

6177 - G[T]? h]d} = 07

wWw 1
N b +gn+ E\lezf

(Gln, My + V. V)2
2(1+|Vnl?)

= ok(n) — Pext-

Le caractére bien posé des water waves a été largement étudié, notamment
par Lannes et Alazard, Burq et Zuily.
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Water waves linéarisée

On considére la linéarisation de (WW) autour de (1, 77) = (0,0). En fixant
o =1, on obtient,

" o~ G0,y =0,
op +gn — 8)2(77 = —Pext,

oU GI0, h] = |Dx|tanh(h|Dx|) est un multiplicateur de Fourier,

G[0, hly = G[0, h] Y vne™ = > |n|tanh(h|n|)yne™.

nez nez
Définissant A := —i((g — 82)GI0, h])'/2, on a le probléme spectral,
Ae™ = Ape™ = iupe™ = —i((g — n?)|n| tanh(h|n|))"/?,

et donc des valeurs propres double pour n # 0 et simple pour n = 0. En
posant u = v + AG[0, h]~'#, on obtient,

OtU = AU + Peyt.

Le probléme de contrdle consiste a considérer la pression extérieure comme
Pext = By (x)wy (t) + Ba(x)wa(t). Ainsi, on a donc,

oru(t) = Au(t) + Bw(t), tel0,T],

avec I'opérateur de contréle B: w € C2 — Bywy + Bows.



@@ Controle et stabilisation

S'ab"ii\j\}i\zlnsfapide On définit d’abord la contrélabilité de
(Cont) owu(t) = Au(t) + Bw(t), telo,T],
u(0) = up.
abitsaton -’ Définition (Controlabilité exacte)

Soit T > 0. On dit que (Cont) est contrélable en temps T si et seulement si,
pour toute donnée initiale uy € L?(T) et toute donnée finale u; € L2(T), il
existe un contréle w € L2((0, T); C?) telle que la solution u de (Cont) partant
de u(0) = ug satisfasse u(T) = u.
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Controle et stabilisation

On définit d’abord la controlabilité de

(Cont) {3%32—4‘%0 + Bw(t), telo,T],

Définition (Contrélabilité exacte)

Soit T > 0. On dit que (Cont) est contrélable en temps T si et seulement si,
pour toute donnée initiale uy € L?(T) et toute donnée finale u; € L2(T), il
existe un contréle w € L2((0, T); C?) telle que la solution u de (Cont) partant
de u(0) = ug satisfasse u(T) = u.

On s’intéressera plus particulierement a la stabilisation rapide du systéme en
boucle fermée avec une loi de feedback w(t) = Ku(t),
{a,u(t) = (A+ BK)u(t), telo,T],

(Stab) u(0) = wp.

Définition (Stabilisation rapide)
Soit T > 0. On dit qu’on a stabilisation rapide de (Stab) si pour tout X > 0, il

existe une loi de feedback w(t) = Ku(t) telle que pour tout uy € L?(T), la
solution u(t) de (Stab) satisfasse

lu(®)ll2 < Ce™*luoll 2,

pour C > 0.



Petit apercu de la littérature

Stabilisation rapide

Malgré les nombreux travaux de well-posedness de I'équation des water
Contrle et °/ waves, peu de résultats concernent la contrélabilité et la stabilisation.

stabilisation
Controle

»> Reid, "95: contrélabilité avec des conditions aux bords de Neumann
(méthode des moments)

> Alazard, Baldi, Han-Kwan, ’18: étude microlocale, paralinéarisation fine.

» Zhu, ’20: water waves en 3D =- condition de contr6le géométrique
nécessaire

Stabilisation
» Alazard, 17, 18 : stabilité asymptotique et exponentielle

» Su, Tucsnak, Weiss, 20 et Su, 21 : stabilisabilité de I'’équation
linéarisée avec des contrdles frontieres
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-’ Contrble et stabilisation : la dimension finie

Stab\llsaﬂon raplde

Contréle et 7
stabilisation
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Soit A € Mp(R), B € My 1(R) et T > 0.

(Contdimfinie) {ir(té()f) =u Au(t) + Bw(t), te]o,T],
_—

» Controle

Théoréme (Critére de Kalman)
Soit A € My(R), B € My 1(R). Alors (Contdimfinie) est contrélable en temps
T > 0 si et seulement si rang [B|AB|A?B| ... |A9=1B] = n.

> Stabilisation rapide

Théoréme (Placement de pdles)

Soit A € My(R), B € My 1(R). Si (Contdimfinie) est contrélable en temps
T > 0, alors pour tout {in}1<n<a C C, il existe K € My 4(R) telle que
o(A+ BK) = {un}1<n<q- En particulier, on a la stabilisation rapide.



-’ Contrdle et stabilisation water waves linéarisée

Stab\llsaﬂon raplde

Hypothese
Lopérateur de contréle B = (By, By) est tel que B; € H,-_s/ 4(11‘) et satisfaisant,

pour B, = 5, bzl
Contréle et 8

stabilisation (H) by #0 et ¢y < |b;,| < c, VneN*.

pour cq, ¢, > 0 indépendant de n € N*.
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-’ Contrdle et stabilisation water waves linéarisée

Stab\llsaﬂon raplde

Hypothese
L'opérateur de contréle B = (By, By) est tel que B; € H,._s/ 4(11‘) et satisfaisant,
pour B = 3=, bhyen

Contréle et 8

sebiiaton (H) by #0 et ¢ < |bp| <2, VneN-.
pour cq, ¢, > 0 indépendant de n € N*.

Proposition (G., Hayat, Xiang, Zhang, '22)

Soit T > 0 et supposons (H). Alors pour tout (ug, us) € (L?(T))?, il existe un
contréle w € L2((0, T); C?) tel que la solution u de (Cont) partant de u
satisfasse u(T) = us.
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Hypothese
L'opérateur de contréle B = (By, By) est tel que B; € H,.73/ 4(11‘) et satisfaisant,
pour B, = 3", byph

(H) by #0 et ¢y < |bl| <, VneN*.

pour cq, ¢, > 0 indépendant de n € N*.

Proposition (G., Hayat, Xiang, Zhang, '22)

Soit T > 0 et supposons (H). Alors pour tout (ug, us) € (L?(T))?, il existe un
contréle w € L2((0, T); C?) tel que la solution u de (Cont) partant de u
satisfasse u(T) = us.

Théoreme (G., Hayat, Xiang, Zhang, '22)

Pour tout X > 0, il existe une loi de feedback K & C(Hf /% Hg /4, C?) telle que
pour tout r € (—1,1) et toute donnée initiale u(t)|i—o = ug € H", le systeme en
boucle fermé (Stab) a une unique solution u € C°([0, +c0); H"(T; C)). De
plus, cette solution décroit exponentiellement a vitesse A

lut, )l < Ce~Mluolir,  Vt € (0,+00),

avec C > 0.



Stabilisation rapide

Introduction 9
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Méthode du backstepping

On cherche a construire un opérateur K de sorte a avoir la stabilisation rapide
de

u(t) = (A+ BK)u(t),

U(O) = Uo,

Lidée est d'introduire pour tout A > 0 le systéme cible

opv(t) = (A= Av(t),
v(0) = v,

Ce systeme est exponentiellement stable :
V(D2 < e MIvolle-

On cherche a lier les deux solutions par une transformation : v(t) = Tu(t). Si
une telle transformation existe et est inversible, alors on a la stabilité rapide du
systeme initial avec le choix vy = Ty,

lu®lle = IT ()l < e MITIvoll 2 < €N Cxlltoll e,

avec
Ca = ITINT |



- Méthode du backstepping de Fredholm

Stabilisation rapide
Pour caractériser (T, K), on prend formellement la dérivée en temps de
v(t) = Tu(t),
orv(t) = Torwu(t)
(A= XNv(t) = T(A+ BK)u(t)
(A= XN)Tu(t) = T(A+ BK)u(t)

Introduction 10

on donc on cherche une paire (T, K) telle que
T(A+BK)=(A-XNT.
Il est maintenant classique d’'imposer la condition d’unicité TB = B,

(g

Théoreme (Coron, '15)

Soit A € Mn(R), B € My ,(R) telle que la paire (A, B) est contrélable. Alors il
existe une unique paire (T, K) € Mn(R) x M, 1(R) solution de (2) et T est
inversible.

24



- Méthode du backstepping

Stabilisation rapide

Introduction

Dans la littérature, on retrouve des transformations T de type de Volterra, et
plus récemment de Fredholm,

v(x,t) = u(x, t)f/ox k(x,y)u(y,t)dy, v(x,t)=u(x, t)f/T k(x,y)u(y,t)dy

1) Volterra : plus simple, mais existence pas garantie. Trés grande littérature :
> Introduite par Balogh et Krstic en '92 pour I'équation de la chaleur.
> Plusieurs travaux permettant d’obtenir le noyau (approximation
successive, méthode des caractéristiques, etc)
Fredholm :
» Introduite par Coron et L en '14 pour I'équation de KdV.
> Plus technique, moins de travaux, mais méthode de preuve systématique

» Equation d’ordre 1 : Hyperbolic equation : Coron, Hu, Olive, '16 & Coron, Hu,
Olive, Shang, ‘21, Linearized Water Tank : Coron, Hayat, Xiang, Zhang, ‘21,
Transport equation : Zhang, 19, Zhang, '22.

> Equation d’'ordre > 2 : KdV Coron, L0, ‘14, Kuramoto-Sivashinsky Coron, LG,
’15, Linearized Schrodinger equation Coron, G., Morancey, '18, Degenerate
parabolic operator G., Lissy, Marx, '20, Sharp framework for Laplacian G.,
Hayat, Xiang, Zhang, '21.
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- Backstepping de Fredholm pour WW

Stabilsation rapide Définissons v = Tu et w(t) = Ku par,
v(x,t) = AK(XJ)U(% t)dy, w(t)=Ku= /Ta(}/)u(yy t) dy.
On obtient donc 'EDP sur les noyaux k, «,
Ack(x,y) = Ayk(x, y) — Ak(x, y) = a(y) /T k(x,y)b(y)dy, x,y €T.

Introduction '2) |l s’agit de I'équivalent de I'équation T(A+ BK) = (A— AT.
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- Backstepping de Fredholm pour WW

Stabilsation rapide Définissons v = Tu et w(t) = Ku par,
v(x, t) = AMX#)U(% tydy, w(t)=Ku= /Ta(y)U(y, t)dy.
On obtient donc 'EDP sur les noyaux k, «,
Axk(x,y) = Ayk(X,y) = Ak(x, ¥) = a(y) /T k(x,y)b(y)dy, x,yeT.
fvodcton 2) Il s'agit de I'équivalent de I'équation T(A+ BK) = (A— AI)T.
Afin de traiter le terme non-local, on écrit la condition d’unicité TB = B :

b(x)=Tb= /Tk(x,y)b(y) dy.
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- Backstepping de Fredholm pour WW

Stabilsation rapide Définissons v = Tu et w(t) = Ku par,
v(x, t) = AMX#)U(% tydy, w(t)=Ku= /Ta(y)U(y, t)dy.
On obtient donc 'EDP sur les noyaux k, «,
Axk(x,y) = Ayk(X,y) = Ak(x, ¥) = a(y) /T k(x,y)b(y)dy, x,yeT.
fnreduction '2) |l s’agit de I'équivalent de I'équation T(A+ BK) = (A— AT.
Afin de traiter le terme non-local, on écrit la condition d’unicité TB = B :
b(x)=Tb= /Tk(x,y)b(y) dy.

Ainsi, on peut écrire la premiére équation comme

Ack(X,y) = Ayk(x, ¥) = Ak(x,y) = b(X)a(y), x,y €T,
/Tk(x,y)b(y) dy = b(x), x€T.

C’est I'équivalent de

@ {TA+ BK = (A— AT,

B=B8B.

24



- Backstepping de Fredholm pour WW

Stabilsation rapide Définissons v = Tu et w(t) = Ku par,
v(x,t) = /T k(x,y)uly. t)dy, w(t)=Ku= /T oy)u(y, t) dy.
On obtient donc 'EDP sur les noyaux k, «,
Axk(x,y) = Ayk(X,y) = Ak(x, ¥) = a(y) /T k(x,y)b(y)dy, x,yeT.

fnreduction '2) |l s’agit de I'équivalent de I'équation T(A+ BK) = (A— AT.

Afin de traiter le terme non-local, on écrit la condition d’unicité TB = B :

b(x)=Tb= /Tk(x,y)b(y) dy.
Ainsi, on peut écrire la premiére équation comme

Ack(X,y) = Ayk(x, ¥) = Ak(x,y) = b(X)a(y), x,y €T,
/Tk(x,y)b(y) dy = b(x), x€T.

C’est I'équivalent de

@)

TA+BK = (A— AT,
TB=B.

Il ne s’agit pas d’une EDP classique. On passe par des bases de Riesz pour
24 ) en trouver la solution.



@@ Preuve formelle pour Fredholm

Stabilsation rapide Hypothése : A diagonalisable (A, pn) -> TA+ BK = (A — AI)T devient
MnTeon+ BKpn = (A= X)Ten.

Introduction 13
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Preuve formelle pour Fredholm

Stabilsation rapide Hypothése : A diagonalisable (An, ¢n) -> TA+ BK = (A — XI) T devient
MnTeon+ BKpn = (A= X)Ten.
On définit an := Kep, alors en supposant A 4+ \p # An, 0, k € (N*)?,

Introduction 13
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Preuve formelle pour Fredholm

Stabilsation rapide Hypothése : A diagonalisable (An, ¢n) -> TA+ BK = (A — XI) T devient
AnTon + BKon = (A— AN Tep.
On définit an := Kep, alors en supposant A 4+ \p # An, 0, k € (N*)?,
Ton=an(A— (An+A))7'B.

Introduction 13
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@@ Preuve formelle pour Fredholm

Stabilsation rapide Hypothése : A diagonalisable (An, ¢n) -> TA+ BK = (A — XI) T devient
AnTon + BKon = (A— AN Tep.
On définit an := Kep, alors en supposant A 4+ \p # An, 0, k € (N*)?,
Ton=an(A— (An+A))7'B.

Etape 1: Définit T = anTen. Montrer que gn := Tn est une base de Riesz
Introduction ) de LZ(T),
Gn=Ten=(A—(n+2))""B.

24



Stabilisation rapide
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Introduction

Preuve formelle pour Fredholm

Hypothése : A diagonalisable (An, ¢n) -> TA+ BK = (A — XI) T devient
MnTeon+ BKpn = (A= X)Ten.

On définit an := Kep, alors en supposant A 4+ \p # An, 0, k € (N*)?,

Ton=an(A— (An+A))7'B.
Etape 1: Définit T = anTen. Montrer que gn := Tn est une base de Riesz
%) de L2(T),

Gn=Ten=(A—(n+2))""B.

Etape 2: Utiliser TB = B pour identifier ap € £>°

TB=B& T > bygn=Bs > anbpTen=B.
neN* neN*

24



Preuve formelle pour Fredholm
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Hypothése : A diagonalisable (An, ¢n) -> TA+ BK = (A — XI) T devient
MnTeon+ BKpn = (A= X)Ten.
On définit an := Kep, alors en supposant A 4+ \p # An, 0, k € (N*)?,
Ton=an(A— (An+A))7'B.
Etape 1: Définit T = anTen. Montrer que gn := Tn est une base de Riesz
de L3(T),
Gn=Ten=(A—(n+2))""B.
Etape 2: Utiliser TB = B pour identifier ap € £>°

TB=B& T > bygn=Bs > anbpTen=B.
neN* neN*

Etape 3: T est Fredholm et inversible : soit x € Ker(T*), alors,
B'x=B*"T"x=0=x=0= Ker(T*) = {0}
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Hypothése : A diagonalisable (An, ¢n) -> TA+ BK = (A — XI) T devient
AnTon + BKgn = (A— ) Teop.
On définit an := Kep, alors en supposant A 4+ \p # An, 0, k € (N*)?,
Ton=an(A—(n+A))7'B.

Etape 1: Définit T = anTen. Montrer que gn := Tn est une base de Riesz
de L2(T),
Gn=Ten=(A—(n+2))""B.

Etape 2: Utiliser TB = B pour identifier ap € £>°
TB=B& T > bygn=Bs > anbpTen=B.

neN* neN*
Etape 3: T est Fredholm et inversible : soit x € Ker(T*), alors,
B'x=B*"T"x=0=x=0= Ker(T*) = {0}

Remarque : Selon (H), B n'est pas dans L2 mais dans D(A*)’. Si B I'était, ou
si ap € 2, alors

Do ITenl22 = > llanTenlZ < C D |anl? < oo
neN* neN neN*

et donc T est un opérateur d’Hilbert-Schmidt compact et donc pas inversible.



Stabilisation rapide
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Base de Riesz

Définition

Soit H un espace de Hilbert. Si{¢n} est une base orthonormale de H et T est
un isomorphisme de H vers H, alors qn := T(vn) est une base de Riesz.

Définition
Soit {qn}nen+ une famille dense dans H. Alors, {qn}nen+ €St une base de
Riesz de H si et seulement si il existe ¢, C > 0 tel que,

2

<C Z |an|?,

H neN*

c Y lanlP < | D> anan

neN* neN*

V{an}nez € @2(2; (C)

Théoréme
Soit {¢n} est une base orthonormale de H. Si une famille {qn} est libre ou
compléte dans H et quadratiquement proche de {¢n}, c’est-a-dire,

Z llen — Cln||i2 < o0,

neN*

alors {qn} est une base de Riesz de H.



- Etape 1 : Identifiication de la base de Riesz

Stabilisation rapide

On identifie la base de Riesz,
Ton=an(A— (A +A))"'B
bk
=an Z IS . S—
S M= An— A

avec ap = Kppn. On renormalise,

Introduction 1

24



-’ Etape 1 : Identifiication de la base de Riesz

Stab\llsaﬂon raplde

On identifie la base de Riesz,
Ton=an(A— (A +A))"'B
bk
=an Z IS . S—
S M= An— A

avec ap = Kppn. On renormalise,

5 bripk
gn = Ton= E _
Kene M~ An— A

Introduction 15

La condition d’Hilbert-Schmidt (a renormalisation prés), en considérant
An =~ in?, donne

2

bnen 2 _ by
>t -a|, - > | e
nEN* (T)  nen* ||k#n 12(m)
> 2
= < 00
neN* k#n M= A=A /\” -

sia>3/2. Lecas 1 < a < 3/2 est donc un cas critique avec la transformation
de Fredholm.

24



@@ Méthode de dualité/compacité

Stabilisation rapide

On considére le cas Ap = in?, avec a > 1. A renormalisation prés,

- #n by 1
S: — gn = —— —_— = ——ld+ S;.
®n = Qgn h +kz#nbn(>\k—>\n—>\) X + Sc

Introduction 16
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@@ Méthode de dualité/compacité

Stabilisation rapide

On considére le cas Ap = in?, avec a > 1. A renormalisation prés,

- ©n by ek 1
S: — gn = —— —_— = ——ld+ S;.
®n = Qgn h +§nbn(>\k—>\n—>\) X + Sc

Sous I'hypothése cn? < |Ap| < Cn? et |Am — An| > |n— m|n@~" pour a > 1,
Introduction 1s) permet de déduire
Lemma (Technique)
Pour tout s < 1/2, il existe C > 0 tel que
S
< C(p~ "2 S log(p) + p~3/2), ¥p € N*.

_
nefimgpy P =2l T

et
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@Q Méthode de dualité/compacité

Stabilisation rapide

On considére le cas Ap = in?, avec a > 1. A renormalisation prés,

- ©n by ek 1
S: — gn = —— —_— = ——ld+ S;.
®n = Qqn h +§,bn(>\k—>\n—>\) X + Sc

Sous I'hypothése cn? < |Ap| < Cn? et |Am — An| > |n— m|n@~" pour a > 1,
Introduction 1s) permet de déduire
Lemma (Technique)
Pour tout s < 1/2, il existe C > 0 tel que
S
< C(p~ "2 S log(p) + p~3/2), ¥p € N*.

o
nerimvgoy 127~ Aol T

et

Lemma
Sc est continue de H" dans H'*< pourr € (1/2 — a,a— 1/2). S¢ est donc

1
compact de H" dans lui-méme et S = Xl + Sc est Fredholm d’indice 0 de H"
dans lui-méme.
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Méthode de dualité/compacité

Stabilisation rapide

Preuve dans L2 et a = 3/2:

f
Scfl12. = K2e _.n
1Sofllfe = > K> 3=

keN* n+#£k
o |f|2n—1/2+2¢ ni/2—2¢
Méthode de 17 < Z k Z |)\ -\ | Z A — )\
dualité/compacité keN* n#k k n n#k‘ k ﬂ
< K2 |fa2n—1/2T2¢ 2 —3/2
> > AW (k=2 log(k) + k—3/2)
KkeN* n#k
< Z ‘f |2 —1/2+42¢ Z k 36/2+k—3/2)
neN* k+#n p‘k - >‘"|
< Z ‘fn|2n71/2+25 (n71/2+e/2 Iog(n)+n*2+25 Iog(n)+n*3/2)
neEN*

< D B =12

neN*

24



@@ Méthode de dualité/compacité

Proposition
La famille gn = Sin est une base de Riesz de L. De méme, la famille n—"qpn
est une base de Riesz de H" pourr € (1/2 —a,a—1/2).

Preuve : puisqu’on a montré que S est Fredholm d’indice 0, il suffit de montrer
que Ker(S) = {0} pour exhiber I'isomorphisme. Cela revient & montrer

S(f) = (Z fmpn) = Y fagn =0 & fp = 0 dans £*(N*; C).

nenN* nenN*
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Proposition
La famille gn = Sin est une base de Riesz de L. De méme, la famille n—"qpn
est une base de Riesz de H" pourr € (1/2 —a,a—1/2).

Preuve : puisqu’on a montré que S est Fredholm d’indice 0, il suffit de montrer
que Ker(S) = {0} pour exhiber I'isomorphisme. Cela revient & montrer

S(f) = (Z fnw) = Y fagn =0 & fp = 0 dans £*(N*; C).

nenN* nenN*

On a,
Lemma
The sequences (gn)nen* and (Gn)nen+ Satisfy the following:

(i) (gn)nen+ is either w-independent in L? or L?-dense.
(Gn)nen~ is either w-independent in L? or L?-dense.
(gn)nen~ is w-independent in L% <= (Gn)nen~+ is w-independent in L2.
(gn)nen~ is L?-dense <= (Gn)nen~+ is L2-dense.
(qn)nen= is L2-dense <= (Gn)nen~+ is w-independent in L2.
(Vi) (@n)nen= is L?-dense <= (qn)nen~+ is w-independent in L2.

Consequently, we know that {gn}nen* (resp. {Qn}nen+) is both w-independent
in L2 and L? dense.
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Il reste a satisfaire 'équation 7B = B. On a,

T (Z bn@n) = Z bn%@n
n n

Z Oénbn 7-S0n = Z bnSOn
n n

Z anbngn = Z bnen
n n

Z(n—1/2—eanbn)n1/2+eqn _ an[pn c H—1/2—€
n

n

et donc, puisque n'/2t<q, est une base de Riesz de H~1/2—¢<, on a I'égalité
pour € € (0,a— 1). On déduit,

Lemma
Il existe une unique suite ap telle que

(n=1/2=¢apby) € (N*; C).

Par contre, on ne sait pas encore si ap € £°°.



-’ Etape 2 : construction du feedback avec TB = B

Stab\llsaﬂon raplde

On décompose
an~1+ kg,

En utilisant la décomposition de gn en partie inversible + compact, on réussit a
Méthode de ») annuler une partie singuliere de TB = B et on conclut que,

dualité/compacité

an € £°°,quad si a > 3/2.

Ce n'est pas suffisant. On continue par un argument inductif sur k0 en le
décomposant de sorte a annuler la nouvelle partie singuliére et a maintenir
I'égalité pour la partie réguliere. Largument clé est que chaque itération
permet d’obtenir un gain de régularité d’'ordre a — 1 > 0. Ainsi, pour tout
opérateur d’ordre a > 1, il existe un nombre fini d’itérations permettant d’écrire
I'égalité TB = B en ayant la borne souhaitée o € £°°.
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Avec la régularité oy € £, T: H" — H",r € (—1,1). Preuve L? :

ITfll2 =1l > anfaTallz < Clfll2-

neN*
Méthode de 21
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On montre finalement, avec des techniques classiques de perturbations
analytiques du spectre, que T est inversible de H" dans lui-méme.
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Avec la régularité oy € £, T: H" — H",r € (—1,1). Preuve L? :

ITfll2 =1l > anfaTallz < Clfll2-

neN*

On montre finalement, avec des techniques classiques de perturbations
analytiques du spectre, que T est inversible de H" dans lui-méme. De plus, le
systéme en boucle fermé

uu(t) = (£ + BK)u(t),
U(O) = Uo,

est bien posé dans H",r € (1/2 — a,a — 1/2). On obtient finalement la
stabilité rapide.
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» On obtient la stabilisation rapide H", r € (—1, 1) avec le méme feedback
K:H3/* = ¢

» On peut montrer la stabilisation rapide H5™",r € (—1,1)etsc R a
condition de changer la régularité de B;

Conclusion 22
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Stabilisation rapide

> On obtient la stabilisation rapide H", r € (—1, 1) avec le méme feedback
K:H3/* = ¢

» On peut montrer la stabilisation rapide H$*" r € (—1,1)ets e R a
condition de changer la régularité de B;

» Comme on a vu dans les preuves, on obtient en fait le résultat général
pour les opérateurs antii-adjoints,

Théoreme (G., Hayat, Xiang, Zhang, '22)
Leta> 1. Let B € (H=3/4)2 satisfying Assumption (H) concerning
controllability. Let h(s) a real valued-function satisfying

> |m — np|nf~" < |h(ny) — h(np)| for any (m, np) € N*.

> s? < |h(s)| < s?foranys € [1, +c0).
Then, for any \ > 0, there exists a bounded linear operator K € L(H3/4; C?)
and an operator T such that T is an isomorphism from H'(T) to itself for any
re (1/2—a,a— 1/2) and maps the system

Conclusion 22

(3) oiu = i h(|Dx|)u + BK(u), (t,x) € Ry x T,
to the system
drv = i h(|Dx|)v — v, (t,x) € Ry x T.

Consequently, the closed-loop system (3) is exponentially stable in H" for
re (1/2 — a,a— 1/2) with decay rate \.
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» Dans des travaux en cours, nous généralisons le résultat précédent dans
le cas de perturbation A borné d’'un opérateur auto-adjoint, et dans le cas
d’un opérateur anti-adjoint avec une perturbation du spectre arbitraire
mais borné sur I'axe réel. Cela repose sur la résolution explicite de

Conclusion 23 I’équation TB = B, nous permettant d’identifier dirrectement
I'isomorphisme T, et de déduire a posteriori I'existence d’une base de
Riesz. De plus, nous obtenons une estimation optimale,

1
1Cy| < CA23eM'?

» Des systemes hyperboliques?
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